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 Linear Programming ( L .P)البرمجة الخطية     
 

 تعريف البرمجة الخطية -1
  يمكـن تعريف البرمجة الخطية بأنها عبارة عن طريق أو أسلوب رياضي يستخدم             
للمـساعدة  فـي التخطـيط  واتخاذ القرارات المتعلقة بالتوزيع الأمثل للموارد المتاحة وذلك                

 . ليف بهدف زيادة الأرباح وتخفيض التكا
. وان كلمـة البرمجة تعني وضع المشكلة بصيغة رياضية أو نموذج رياضي وحلها              
. وبـناء علـى ذلك فأن البرمجة الخطية تتضمن تخطيط الأنشطة للحصول على نتائج امثل                

 . وبمعنى أوسع فأن هذا المصطلح يعني أيضا التنفيذ المنظم والأفضل للأعمال 
 

  البرمجة الخطية تاستخداما-2
 البرمجة الخطية قد اتسعت لتشمل معظم نواحي الحياة سواء كان ذلك            ت  أن اسـتخداما   

بالقطـاع العام ام الخاص ، في مؤسسة إنتاجية او خدمية ، وهادفة الربح أم غير هادفة ،                  
 . والأمثلة الاتية تعطي فكرة سريعة عن اوجه استخدام البرمجة الخطية 

 
ع جدول الإنتاج وتحديد سياسة المخزن بشكل الذي         أحد مدراء المصانع يرغب في وض      –ا  

يعمل على إشباع الطلب في المستقبل وكذلك تقليل او تخفيض مجموع الانتاج والتخزين             
علما بأن هذا المدير قد فرضت عليه قيود  متعلقة بالطلب وكذلك        . الـى حـدها الأدنى      

 . بالطاقة الانتاجية المتاحة 
كونات المحفظة المالية وبالشكل الذي يؤدي إلى زيادة         محلـل مالـي يريد ان يحدد م        –ب  

 . العائد على الاستثمار في كل من الأسهم والسندات كقيود على المحلل 
 يـرغب مديـر التـسويق في احدى الشركات في تحديد كيفية توزيع ميزانية الإعلان                –ج  

، والتلفزيون ،   المحـددة بـين الـبدائل المتعلقة بوسائل الإعلان المختلفة مثل الراديو             
بحيث ان هذا التوزيع يؤدي الى اختيار وسائل الاعلان التي          . والجـرائد ، والمجلات     

حيث تمثل الميزانية وتوفر وسائل     ) .  زيادة الطلب   ( تـؤدي الى تعظيم تأثير الاعلان       
 . الاعلان المختلفة قيودا على مدير التسويق 

 وترغب في سد احتياجات مناطق من  احدى الشركات لها مخازن في مناطق متعددة–د 
وهكذا نواجه مشكلة اشباع طلبات المناطق من المخازن . محتويات هذه المخازن 

 . المختلفة وبأقل تكلفة ممكنة 
 . والقيود هذه هي احتياجات المناطق والكميات المعروضة او المتوفرة في المخازن 

 
  ties of Linear Programming Proper متطلبات و خصائص مشكلة البرمجة الخطية  -3

 : تتطلب مشكلة البرمجة الخطية توافر المتطلبات والخصائص الاتية 
وجـود هـدف واضح ومحدد بحيث يمكن تمثيله بمعادلة رياضية ، وغالبا ماتكون هذه                -1

 . الاهداف متعلقة بزيادة الارباح او تخفيض التكاليف 
لى سبيل المثال فأن عدد الوحدات التي       فع.  تجاوزها   عوجود محددات او قيود لا نستطي      -2

وان اختيار السياسة   . سـينتجها مـن منـتج معين يتحدد بعدد ساعات العمل المتوفرة             
الإعلانـية او مكـونات المحفظة المالية يتحدد في الغالب في ضوء المبالغ المتاحة لنا               

 . يود معينةولهذا فأننا نسعى لتحقيق هدف معين ضمن شروط او ق. والمهيأة للاستثمار 
فعلى سبيل المثال فأن الشركة التي تنتج اربع        . توفر عدد من البدائل للاختيار من بينها         -3

منـتجات قـد تستخدم البرمجة الخطية لمساعدتها في توزيع المصادر المتاحة بين هذه              
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المنـتجات واختـيار المنـتج أو المـزيج من المنتجات الذي يؤدي إلى التحقيق الأمثل                
 . للأهداف 

 التعبيـر عـن دالة الهدف والقيود في مشاكل البرمجة الخطية بمعادلات اومتبيانات              – 4  
فعلى . خطـية او مـستقيمة ،   أي ان تكون المعدلات والمتبانيات من الدرجة الاولى                 
تعظيم . سـبيل المثال فأن المعادلات والمتبانيات الاتية هي معادلات او متبانيات خطية             

                                                               )   Profit( الربح 
 

Z= 9X1+6X2+10X3 Max. 
 Constraintsمقيدين بما يلي                          

                             2X1+3X2+0X3=10 
                             3X1+5X2+0X3=20 

 P.umptions  of  LAssافتراضات البرمجة الخطية   -4 
ويقصد بالافتراضات هنا الشروط العلمية الأساسية الواجب توفرها في المشكلة حتى 

ويمكن القول بأن هناك خمس افتراضات يمكن . تستطيع حلها بواسطة البرمجة الخطية 
 :. تلخيصها كما يلي 

 .Certainty التأكد   -1
والمحددات أو  )) مساهمات العوامل   ( (ويعني ذلك أن الأرقام الموجودة في دالة الهدف         

معروفة وثابتة وغير قابلة للتغير أثناء فترة       ) احتياجات العوامل والمصادر المتوفرة     ( القـيود   
 . معالجة المشكلة موضوع البحث 

  Proportionality التناسبية   -2
 حاصل  ذلك أن معيار الإنجاز هو    . ويعني ذلك أن كل نشاط قد يعتبر مستقلا عن الأخر           

كذلك أن الكميات التي يتم استخدامها من المواد المختلفة تتناسب          . جمـع المساهمات المختلفة     
فمثلا إذا كنا نحتاج إلى وحدتين من       .  العوامل المختلفة من كل من هذه الموارد         تمع احتياجا 

عين وحدة  فأننا نحتاج إلى أرب   . المـواد الأولية لانتاج وحدة واحدة تامة الصنع من منتج معين            
مـن العوامل الأولية لانتاج عشرين وحدة من هذا المنتج وهذا الافتراض هو أساس افتراض               

 . الإضافية 
 Additively الإضافية   -3

 . تداخل بين الفعاليات او الأنشطة المختلفة دويعني هذا الافتراض انه لا يوج
 Divisibility or Fractionally قابلية القسمة او الكسرية   -4

والمقـصود هـنا ان لحـل للمـشكلة البرمجة الخطية ليس بالضرورة ان يكون اعداد                
واذا كان من الصعب انتاج اجزاء من       . صحيحة ، وهذا يعني قبول كسور كقيم لعوامل القرار          

  Integer Programmingالمنتج فعند ذلك نلجأ الى استخدام البرمجة الصحيحة او الرقمية  
  Non Negativity اللاسلبية   -5

فالقيم ) غير سالبة ( وهذا يعني ان قيم عوامل او متغيرات القرار يجب ان تكون موجبة 
فعلى سبيل المثال لا نستطيع إنتاج عدد سالب من الكراسي . السالبة للكميات المادية مستحيلة 

 .او القمصان او المصابيح او إطارات السيارات وغيرها 
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 P .Limitations of Lية       محددات البرمجة الخط-5
      بالرغم من ان البرمجة الخطية قد اثبت انها  وسيلة جيدة لحل المشاكل الكبيرة والمعقدة               
فـي القطـاع الخاص والعام ، الا ان هنالك بعض المحددات عليها والتي يمكن تلخيصها بما                 

 : يلي
ت باستخدام البرمجة    ضـمان في الحصول على أرقام او قيم صحيحة للمتغيرا          دلا يـوج   -1

 .الخطية 
.  في البرمجة الخطية     Uncertaintyالمحدد الثاني يتمثل بعدم السماح بحالة عدم التأكسد          -2

 اذلـك ان نموذج البرمجة الخطية يفترض المعرفة التامة بمساهمات العوامل ، واحتياجاته            
 . وكذلك المصادر المتاحة 

 .لواقع علما بأن هذه القيم قد لا تكون معروفة في ا
أمـا المحـدد الثالث فهو يتعلق بافتراض العلاقات الخطية أو المستقيمة فيما يتعلق بدالة                -3

 . الهدف والقيود 
 صياغة مشكلة البرمجة الخطية-6

 Formulation of Linear Programming Problems 
  Productان أحد الاستخدامات الشائعة للبرمجة الخطية هو تحديد المزيج الإنتاجي  

Mixed   .  وتحدث هذه الحالة عند وجود منتجين او اكثر تتنافس على كميات محدودة من
 .. ) الخ .. قوى عاملة ، مكائن ، مواد أولية ، أموال ، مساحات ، ( المواد 

فأذا كان هدف المنشأة هو تحقيق أعلى ربح ممكن ، فأنها يجب ان تحدد الكميات التي                
ومن اجل  .  بالمزيج الإنتاجي من اجل تحقيق ذلك الهدف         ىسـينتجها من كل منتج أو ما يسم       

الوصول إلى ذلك فأنه لابد وان تتوفر كافة المنتجات اللازمة لمسائل البرمجة الخطية ومن ثم               
 . صياغتها بالشكل الرياضي المناسب تمهيدا لحلها 

 وفـيما يلـي مـثال توضيحي لمشكلة المزيج الإنتاجي وكيفية صياغتها وفقا لأسلوب            
 . البرمجة الخطية 

 ) 1(مثال 
افرض أن الشركة الوطنية لصناعة الأثاث تواجه مشكلة تتعلق بوجود فائض في 

 : طاقتها الإنتاجية وبشكل أسبوعي وكما يأتي 
 خمس عشر ساعة في شعبة النجارة  
 عشر ساعات في شعبة التجميع  

 ).لطاقة الإنتاجية الفائضةماذا تعمل بهذه ا( وقد برز التساؤل الاتي امام إدارة الشركة 
افرض انه وبالتعاون مع احد خبراء السوق توفرت لدى ادارة الشركة معلومات تفيد 
بإمكانية استخدام هذه الطاقة الفائضة في إنتاج منتجين جديدين هما مكاتب صغيرة وكراسي ، 

يجة المدرسة فلو افترضنا انه ونت. وان كلا من هذين المنتجين سيمر بالشعبتين الصناعيتين 
والبحث قد توفرت المعلومات الاتية والمتعلقة باحتياجات كل منتج من كل شعبة من الشعب 

 . الصناعية 
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احتياجات المنتجات المختلفة من الشعب الصناعية والوقت المتوفر لدى كل ) 1(جدول 
 شعبة من هذه الشعب

 
الوقت المتوفر في  المنتج

 الشعبة مكاتب كراسي الشعبة بالساعات

 التجارة  ساعات3  ساعات5  ساعة15
 التجميع  ساعات5  ساعات2  ساعات10

الربح المتوقع   دنانير5  دنانير3 2
 للوحدة الواحدة

 
ألان علـى الإدارة ان تحـدد عـدد الـوحدات التي ستنتجها من كل نوع وذلك لتعظيم       

كل شعبة حيث انها تمثل المحددات      أرباحهـا ، أخذة بنظر الاعتبار عدد الساعات المتاحة في           
 . في هذه المشكلة 

 عدد الوحدات المنتجة من المكاتب الصغيرة  = x1افرض أن 
 عدد الوحدات المنتجة من الكراسي  = x2وان 

Z =  الربح الإجمالي المتوقع 
  .X2 و X1الان يمكن لنا ان نمثل هدفنا بمعادلة تشمل 

 : وعلى الشكل الاتي 
 Maxi Z=5X1 + 3X2              دالة الهدف    

 . والخطوة الاتية تتمثل في وضع القيود وتوضيح العلاقات الرياضية المتعلقة بها 
ان الاسـتخدام في المصادر يجب ان يكون مساويا او اقل من المصادر المتاحة ، وهذه تمثل                 

 وفيما يتعلق بشعبة    فعلى سبيل المثال  . احـدى العلاقات العامة للقيود في حالة تعظيم الارباح          
 : التجارة فأن الوقت الكلي الذي يمكن استخدامه هو 

 عدد الكراسي المنتجة × ساعات لكل كرسي5+ عدد المكاتب المنتجة ×  ساعات لكل مكتب3
 : ويمكن تمثيل القيد الأول وكما يأتي 

5X1+5X2≤ 15 
 . مه هو اما فيما يتعلق بشعبة التجميع فأن الوقت الكلي الذي يمكن استخدا

 .عدد الكراسي المنتجة× ساعة لكل كرسي 2+ عدد المكاتب المنتجة × ساعات لكل مكتب 5
 :          ويمكن تمثيل القيد الثاني كما يلي 

  3X1 +5X2≤15  
 

 :واخيرا فأنه لابد من تثبيت قيد اللاسلبية والذي يمكن تمثيله كما يأتي 
X1 , X2 ≥  0  

 .مصادر تمثل القيود على الطاقة الانتاجيةمما تقدم نلاحظ ان قيود ال
 
 
 
 
 
 
  



 5

  P Model.Standard Form of The L الشكل العام لنموذج البرمجة الخطية  -7
بـناء علـى الصيغة السابقة للمثال يمكن صياغة النموذج العام لمشكلة توزيع المصادر              

 الى المساعدة في تحديد     وبشكل خاص فأن هذا النموذج يهدف     . المتاحة بين الأنشطة المختلفة     
 :   قيم المتغيرات المختلفة التي تحتويها المشكلة وذلك كما يأتي 

  :Objective Functionدالة الهدف  في حالة التعظيم      
Maxi Z= C1X1+C2X2+……+CnXn 

 :ومقيدة بماياتي 
a11 X1 + a11X2+…….   +  a1n Xn ≤ b1 
a21X1+a22X2…  ….. ….+  a2nXn≤  b2 
a31X1+a32X2+….. …… + a3nXn≤ b3 
       .       .                                . 
       .       .                                . 
       .       .                                . 
am1X1+am2X2+……….+ amnXn≤ bm 

 .  قيد اللاسلبية   Xn، ،  ... ،X1 , X2   ≤ 0حيث ان 
 

 .                               حيث ان الدالة التي تهدف الى تعظيمها تسمى بدالة الهدف 
 : أما القيود فهي  وكما نلاحظ من النموذج اعلاه تتكون من نوعين 

الاول يتعلق باستخدام المصادر وهي تشمل القيود الأربعة الأولى أما الثاني فهو قيد 
 .لأخير اللاسلبية والممثل بالقيد ا

هـذا النموذج يتعلق بتعظيم الارباح وكما نلاحظ ، لكن اذا اردنا تخفيض التكاليف فأن الشكل                
 : العام للنموذج هو 

  :Objective Functionدالة الهدف  في حالة التدنية      
Mini Z= C1X1+C2X2+……+CnXn 

 :ومقيدة بماياتي 
a11 X1 + a11X2+…….   +  a1n Xn ≥ b1 
a21X1+a22X2…  ….. ….+  a2nXn ≥  b2 
a31X1+a32X2+….. …… + a3nXn ≥ b3 
       .       .                                . 
       .       .                                . 
       .       .                                . 
am1X1+am2X2+……….+ amnXn≤ bm 

 
 .  قيد اللاسلبية   Xn، ، . .. ،X1 , X2   ≤ 0حيث ان 
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  P.L( Solution of( طرق حل مشاكل  البرمجة الخطية   – 7
هـنالك عـدة طـرق يتم بواسطتها حل مشاكل البرمجة الخطية ويعتمد استخدام احد هذه                
الطـرق دون غيـرها علـى طبيعة وحجم المشكلة موضوع البحث ، او رغبة الجهة متخذة                 

 :  الطرق ما يأتي ومن أهم هذه. القرار
 Algebraic  Methodالطرق الجبرية  -1
 The Graphical Methodطريقة الرسم  -2
 الطريقة المبسطة  -3
 

      The Graphical Method طريقة الرسم -8
تمـثل هذه الطريقة وسيلة سهلة لحل مشاكل البرمجة الخطية والتي لاتزيد متغيراتها             

 . عن اثنين في الغالب 
حيث ان دراستها وفهمها    . أنها تبقى احدى الطرق المفيدة واللازمة       وبالرغم من ذلك ف   

وتتكون عملية  . كالطرق المبسطة مثلا    . يـساعدان في توضيح وفهم بعض المفاهيم المتقدمة         
الحـل بطـريقة الرسـم من عدد من الخطوات التي لابد من مراعاة تسلسلها للوصول للحل                 

 : النهائي وهي 
 .ة لمتغيرات المشكلة وتسميتها  رسم المحاور الممثل–ا 

 . رسم الخطط الممثلة للقيود –ب 
 . رسم عدد من الخطوط الممثلة لدالة الهدف -ج
 .  ايجاد القيم المصاحبة لزوايا الحل الممكن -د
 . تحديد الحل الامثل -و

 : وفيما أمثلة على طريقة استخدام طريقة الرسم
 م الارباح تعظي ةلاح

 . والمتعلق بتعظيم الارباح ) 1(طبيق هذه الخطوات على المثال رقم فيما يلي توضيح لت
Maxi Z=5X1 + 3X2 
S. to : 
5X1+5X2 ≤  15 
3X1 +5X2 ≤ 15  

X1 , X2 ≥  0    
 

رسم محاور القيود

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

1 2 3 4 5 6 7 8 9

X1

X2

 
 )1(شكل 
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  رسم الخط الممثل للقيد الاول –1
نقوم برسم الخط الممثل    ) 1قم  شكل ر ( فبعد رسم المحاور الممثلة للمتغيرات المشكلة       

فأنه يمكن تمثيله بخط    . للقيد الاول وذلك بعد تحويل إشارة عدم المسارات الى حالة المساواة            
واسـهل طـريق لرسم الخط هو ايجاد نقطتين تفيان بالمعادلة ، ثم إيصالهما بخط               . مـستقيم   

 . ن مع محوري المشكلة مستقيم واسهل نقطتين يمكن ايجادهما هما النقطتان اللتان تتقاطعا
 :.، فأن ذلك يعني ان  ) X1= 0( فعندما لاتنتج الشركة أي مكسب 

3(0) +5X2 =15 
5X2=15 
X2=3 

 : ، فأن هذا يعني ان  ) X2=0( وعندما لاتنتج الشركة أي كرسي 
3X1+5(0)=15 
3X1=15 
X1=5 

 . يوضح الخط الممثل للقيد الاول ) 2(والشكل رقم 

رسم القيد الاول

0

2

4

6

8

10

1 2 3 4 5 6 7 8 9
X1

X2

X1=5 , X2 = 0

X1=0 , X2 =3

 
أي ان أي .  هي المنطقة المنسجمة مع القيد الاول تحت القيد الاولحيث ان هذه المنطقة 

نقطة في هذه المنطقة او على الخط الممثل للقيد تفي بأحتياجات القيد الاول ولاتتعارض 
 . أي عدم تجاوز الخط الممثل للقيد . معه 

 الخط الممثل للقيد الثانيم  رس-2
ة عدم المساواة الى حالة المساواة وايجاد النقاط الممثلة لهذا القيد  وذلك بعد تحويل علاق

فهذا  ) x1= 0(بنفس الاسلوب الذي اتبعناه عند رسم القيد الاول فأذا كنا لاننتج مكاتب 
 يعني 

5 (0) +2X2=10 
2X2=10 
X2=5 

 يكون  ) X2=0( وعندما لاتنتج كراسي 
5(0) +2(0)=10 
5X1=10 
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X1=2 
 يوضح الخط الممثل للقيد الثاني ) 3(والشكل رقم 

 

رسم القيد الثاني
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 )3(شكل 

  رسم القيدين معا -3 
فأنه لابد من استخدام    ) مكاتب وكراسي   (    نحن نعلم ان انه لانتاج أي من المنتجين         

 الحلول المصاحبة للنقاط    لإيجادكـلا الـشعبتين ، وفـي مشكلة البرمجة الخطية فأننا نسعى             
وعلى ذلك لابد من رسم القيدين معا       . ود   مع متطلبات كافة القي    ضلا تتعار المخـتلفة والتـي     

وفي شكل واحد تمهيدا لتحديد منطقة الحل الممكن والتي تنسجم مع القيدين ، ومن ايجاد الحل                
 .اعلاه يمثل توضيحا للخطوط الممثلة للقيود ) 4(الامثل بهذه المشكلة ، والشكل رقم 

 

رسم القيدين معا
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 ضلا تتعارلحلول التي هي ا ) A,B,C,D(  والممثلة بالنقاط المحصورةان المنطقة 

 Area  of  Feasible (مع أي من قيود المشكلة ، وهي تعرف بمنطقة الحل الممكن 
Region ( نقط تقع ضمن هذه المنطقة تمثل حلا عمليا للمشكلة واي نقطة خارج حدود وأي 

 . هذه المنطقة تمثل حلا غير ممكن 
ة ضمن ولابد من تحديد النقطلقد توصلنا ولحد الان الى تحديد منطقة الحل الممكن ، 

لهذه المشكلة ويمكن الوصول الى ) الحل الامثل . ( هذه المنطقة والتي تعطينا افضل النتائج 
  :. طريقة نقاط الزواياالحل الامثل 

 
 srner PointoThe C  طريقة نقاط الزوايا 
وتعتمد هذه الطريقة على ايجاد     . طريقة اسهل من طريقة خطوط الربح       تعتبر  هذه ال   

ذلك ان  . الـربح الـذي يمكـن الحصول عليه من كل زاوية من زوايا منطقة الحل الممكن                 
النظـرية الرياضـية التي تعتمد عليها البرمجة الخطية تقول بأن الحل الامثل يقع على احدى                

 . ضروري ايجاد القيم التي عند كل من هذه الزوايا ولهذا فأن من ال. زوايا الحل الممكن 
 حيث نقوم   A,B,C,Dنجد ان زوايا الحل الممكن تفي       ) 4(اذا نظـرنا الـى الـشكل        

 علـى كـل زاويـة من زوايا الحل الممكن ومن ثم ايجاد الربح               X1,X2بأيجـاد معـاملات     
 : المصاحب لها وكما يأتي 

 A عند النقطة X2=0 وX1=0حيث ان معامل 
 B عند النقطة X2= 0 وX1=2ا معامل ام

 D  عند النقطة X2=3 و  X1=0ومعامل 
 ا من خلال حل المعادلتين الممثلتينم في النقطة ج يمكن التوصل اليهX1,X2اما معامل 

 :  للقيود وكما يأتي انيا
 
 

وبعد طرح المعادلة الثانية من ) 3( والثانية في )5(نقوم بضرب المعادلة الاولى في و
 : الاولى نحصل على ما يأتي 

5( 3X1+5X2) = (15) 5……… ...(1)  
3( 5X1 +2X2) = (10) ………….(2)  

 بالطرح                        
               19X2= 45            
                   X2=2.37 

 : لصحنف )1( ةلداعملا يف X2ويتم التعويض عن قيمة 
3X1+5(2.37)=15 
15-11.85=3X1 
X1=1.05 
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 لحلا لودج
 طاقنلا : ةلداعملاب X1 ,X2 ميق ضيوعتو ققحتملا حبرلا تلاماعم

 X1 X2 Z= 5X1 + 3X2 اياوزلاو
A 0 0 Z = 5(0) + 3(0) =  0 
B 2 0 Z= 5 (2) + 3(0)  = 10 
C 1.05 2.37 Z= 5(1.05) + 3(2.37) = 12.37 
D 0 3 Z= 5(0) + 3(3) = 9 

 
 

حيث يلاحظ ان نقطة ج هي نقطة الحل الامثل ، وذلك ان الربح المتحقق عن هذه 
 .  هو الحل الامثل ) 12.37( الارباح الممكنة لهذه الشركة أعلىالنقطة هي 

 
 :.ملاحظات عن طريقة الزوايا 

 لخطين او اكثر من خطوط تمثل نقاط الزوايا المتعلقة بمنطقة الحل الممكن نقاط التقاطع -1
 . منطقة الحل الممكن 

 . عدد الزوايا لاي منطقة هل ممكن محدودة  -2
 .الحل الامثل لاي مشكلة يجب ان يقع على واحدة من هذه النقاط  -3
فأن هذا يعني ان لدينا اكثر من حل ، اذا حصل وان وقع الحل الامثل على اكثر من نقطة  -4

ة تقع على الخط الموصل بين نقطتي الحل الامثل امثل للمشكلة ، وعندما تكون أي نقط
 . هي ايضا نقطة حل امثل 
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