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اشتقاق قاعدة لحساب التكاملات الثنائية وصيغ الخطأ باستخدام قاعدتي شبه المنحرف وسمبسون  
علي حسن محمد
جامعة الكوفة - كلية التربية للبنات – قسم الرياضيات

فؤاد حمزة عبد الشريفي
جامعة بابل – كلية العلوم

الخلاصة
         الهدف الرئيسي من هذا البحث هو إيجاد قيم التكاملات الثنائية البعد عددياً مكاملاتها مستمرة أو معتلة المشتقات الجزئية أو معتلة في نقطة واحدة أو أكثر من منطقة التكامل , وإيجاد صيغة عامة لصيغ الخطأ حسب سلوك المكامل وبأسلوب جديد مغاير للأسلوب الذي اتخذه باحثون آخرون ( محمد1984), (الطائي 2005)و (ضياء (2009وبالاعتماد على  حدود التصحيح التي وجدناها  قمنا بتحسين نتائج التكاملات  الثنائية بالنسبة لكل حالة من حالات المكامل , فوجدنا إنّ الطريقة
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  (الطريقة مركبة من استخدام قاعدة شبه المنحرف على البعد الخارجي 
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  وسمبسون على البعد الداخلي
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  (مع تطبيق طريقة تعجيل رومبرك عليها عندما عدد الفترات الجزئية التي تجزأ إليها فترة التكامل على البعد الداخلي مساوية لعدد الفترات الجزئية التي تجزأ إليها فترة التكامل على البعد الخارجي أي إنّ 
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 حيث إنّ 
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 تعني المسافات بين الإحداثيات السينية و
[image: image6.wmf]h

هي المسافات بين الإحداثيات الصادية إذ يمكن الاعتماد على هذه الطريقة  في حساب التكاملات الثنائية حيث أعطت دقة عالية في النتائج بفترات جزئية قليلة نسبياً وبوقت اقل مما احتاجه الباحثون أعلاه الذين تعاملوا مع الموضوع نفسه.
Abstract

             The main aim of this search is to find the values of the double  integrals numerically, Its integrands either continuous or continuous but its partial derivatives are singular or  the integrands are singular in one  point or more of region of the integrals  and to find the  general  form of  the errors (correction terms ) to any case of the behavior of integrands with different style that another  researchers used it Mohammed 1984, Alttai 2005 and Dayaa 2009.And by using the correction  terms that we found  it , we applied it to improve the values of double  integrals for  each case of cases of  integrands ,we yield that the method  
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 with  Romberg  acceleration  can be  able on  it  to find  the  values of  double  integrals numerically with  high accuracy and little subintervals and  smaller times that the above  researchers needed to it.

 -1المقدمة  
       إنّ للتكاملات الثنائية أهمية في إيجاد مساحة السطوح و المراكز المتوسطة وعزوم القصور الذاتية للسطوح المستوية وإيجاد الحجم الواقع تحت سطح التكامل الثنائي , وكمثال على ذلك الحجم الناتج من دوران منحني القلب 
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 حول المحور القطبي,  فضلا عن أهميته في إيجاد مساحة سطح منحن كإيجاد مساحة قطعة السطح 
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 الواقعة مباشرة فوق منحني القلب 
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 أو حساب مساحة قطعة الكرة 
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 الواقعة داخل الاسطوانة 
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 ( فرانك آيرز1988 ) وقد عمل الكثير من الباحثين في مجال التكاملات الثنائية ومن الباحثين الذين سلطوا الضوء على حساب التكاملات الثنائية ذات المكاملات المستمرة بالصيغة
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 كل من هانس جار وجاكوبسن 1973 ومنهم من اشتغل  بالتكاملات ذات المكاملات المعتلة لكنهم كانوا يهملون الاعتلال , دافييز ورابينوتز 1975.
    وفي عام 1984 عالج محمد  التكاملات ذات المكاملات المستمرة أو المعتلة في المشتقة أو المعتلة وكان دأبه التخلص من الاعتلال على البعد الداخلي من التكامل (سواء كانت المكاملات ذات اعتلال جذري أم لوغارتمي أم كليهما) وذلك باستخدام طرائق مركبة واحدها رومبرك (كاوس) التي استخدم فيها طريقة تعجيل رومبرك مع قاعدة النقطة الوسطى على البعد الخارجي
[image: image14.wmf]y

 وقاعدة  كاوس على البعد الداخلي 
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 وأيضا منها كاوس (رومبرك) التي استخدم فيها قاعـدة كاوس على البعد الخارجي
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 و طريقة تعجيل رومبرك مع قاعدة النقطة الوسطى على البعد الداخلي 
[image: image17.wmf]x

 ومنها أيضا كاوس (كاوس) التي استخدم فيها قاعـدة كاوس على البعدين الخارجي 
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 والداخلي
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 وكذلك طريقة مركبة اسماها رومبرك (رومبرك) التي استخدم فيها تعجيل رومبرك مع قاعدة النقطة الوسطى على البعدين الخارجي 
[image: image20.wmf]y

 والداخلي
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 وقد اثبت من خلال المقارنة بين الطرائق المركبة أعلاه وعلى أمثلة متعددة بان الطريقة المركبة من كاوس (كاوس) هي الأفضل من الطرائق الاخرى بالنسبة للتكاملات التي مكاملاتها مستمرة على البعدين واثبت بنفس الوقت إن الطريقة المركبة من رومبرك (كاوس) هي الأفضل في حساب التكاملات التي مكاملاتها معتلة المشتقة أو معتلة والتي يمكن إلغاء اعتلالها على البعد الداخلي
[image: image22.wmf]x

 من حيث الدقة وسرعة الاقتراب الى القيم الحقيقية للتكاملات وعدد الفترات الجزئية المستخدمة  .      كما قدم محمد بحثا في عام 2002 بيَن فيه طريقة مركبة من قاعدة النقطة الوسطى مع طريقة تعجيل رومبرك وعلى البعدين الداخلي 
[image: image23.wmf]x

 والخارجي
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 لحساب التكاملات الثنائية ذات المكاملات المعتلة التي لا يمكن إلغاء الاعتلال فيها وعلى البعدين 
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 و
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 من دون إهمال الاعتلال على البعدين
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 و
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 واسماها طريقة رومبرك (رومبرك) حيث إن 
[image: image29.wmf](
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 (حدود التصحيح للبعد الداخلي 
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 ) تعتمد على سلوك المكامل وقد أعطت نتائج جيدة من حيث الدقة وسرعة الاقتراب وعدد الفترات الجزئية المستخدمة . 
  أما الطائي فقد استخدمت في عام 2005 قاعدة النقطة الوسطى مع تعجيل رومبرك على البعد الخارجي 
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 وقاعدة سمبسون على البعد الداخلي 
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 مع إهمال الاعتلال على البعد الداخلي 
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 وأعطت نتائج جيدة من حيث الدقة وسرعة الاقتراب إلى القيم الحقيقية للتكاملات وبعدد قليل من فترات الجزئية .    أما في عام 2009 فقد قدم كل من محمد وآخرون بحثا في إيجاد القيم العددية للتكاملات الثنائية ذات المكاملات المعتلة وتناولوا فيه ثلاث طرائق وهي : طريقة 
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 ،
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 و 
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 إذ إن هذه الطرائق استخدمت قاعدة سمبسون على البعد الداخلي 
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 وكل من قاعدة سمبسون وقاعدة النقطة الوسطى وقاعدة شبه المنحرف على البعد الخارجي
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 وباستخدام تعجيل رومبرك على كلا البعدين
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 و
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 مع عدم إهمال الاعتلال في كلا البعدين. وقد اثبتوا إنّ طريقة 
[image: image41.wmf]()
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 هي الأفضل من حيث الدقة وعدد الفترات الجزئية المستخدمة . 
أما ضياء فقد قدمت في عام 2009 أربع طرائق عددية مركبة من طريقة تعجيل رومبرك مع قاعدة النقطة الوسطى وطريقة تعجيل رومبرك مع قاعدة سمبسون لتعطي طرائق لحساب قيم التكاملات الثنائية سواء كانت مكاملاتها مستمرة أو مستمرة ولكن مشتقاتها معتلة أو معتلة وممكن إلغاء الاعتلال فيها أو التي من غير الممكن إلغاء الاعتلال فيها وهذه الطرائق هي 
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 ، 
[image: image43.wmf](

)

RMRM

 ، 
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 و 
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 وقد أعطت نتائج جيدة من حيث الدقة وعدد الفترات الجزئية المستخدمة بالإضافة إلى إنها توصلت إلى إنّ
[image: image46.wmf](
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 هي الأفضل للتكاملات ذات المكاملات المستمرة أو المستمرة لكن معتلة المشتقة أو المعتلة والتي من الممكن إلغاء الاعتلال فيها. أما في حالة التكاملات ذات المكاملات المعتلة التي لا يمكن إلغاء الاعتلال فيها , فوجدت إن أفضل الطرائق هي طريقة 
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 من حيث الدقة وعدد الفترات الجزئية المستخدمة . 
   أما في بحثنا هذا فقدمنا مبرهنتين مع البرهان لاشتقاق قاعدة  مركبة من القاعدتين( شبه المنحرف على البعد 
[image: image48.wmf]y

 و سمبسون على البعد 
[image: image49.wmf]x

) عندما تكون عدد الفترات الجزئية التي تجزأ إليها فترة التكامل على البعد الداخلي مساوية لعدد الفترات الجزئية التي تجزأ إليها فترة التكامل على البعد الخارجي و 
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 وأسميناها بـ 
[image: image51.wmf]TS

  ولتحسين النتائج استخدمنا طريقة تعجيل رومبرك على القيم الناتجة من القاعدة المذكورة وأسميناها طريقة 
[image: image52.wmf]RTS

بعد أن اشتققنا الصيغة العامة لحدود التصحيح لهذه الطريقة المركبة لكل حالة من حالات دالة التكامل ففي مبرهنة (1) كانت دالة التكامل مستمرة في كل نقطة من نقاط منطقة التكامل وفي مبرهنة(2)  مع نتيجتيها كانت دالة التكامل مستمرة ولكن معتلة المشتقات في نقطة واحدة أو أكثر من منطقة التكامل أوهي معتلة في نقطة أو أكثر من منطقة التكامل.
  و في بحثنا هذا استعملنا لغة الماتلاب (Matlab Language  ) في كتابة البرامج الخاصة لحساب التكاملات الثنائية وكذلك البرامج الخاصة برسوم المخططات البيانية للدوال .
-2 اشتقاق القاعدة 
[image: image53.wmf]TS

 لحساب التكاملات الثنائية وصيغ الخطأ .
أولاً : التكاملات الثنائية ذات المكاملات المستمرة     Double Integrals with Continuous Integrands
مبرهنة (1  ) :      لتكن الدالة 
[image: image54.wmf](
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  مستـمرة و قابلة للاشتقاق  في كـل نـقـطة مـن نـقاط المنـطقة 
[image: image55.wmf][
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 فان القيمة التقريبية للتكامل الثنائي 
[image: image56.wmf](
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  يمكن حسابها بطريقة 
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 من الصيغة الآتية: 
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تأخذ القيم الزوجية فقط (لاستخدامنا قاعدة سمبسون )، وصيغة الخطأ ( حدود التصحيح ) هي :
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   حيث
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حيث  
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  ثوابت تعتمد على المشتقات الجزئية للدالة فقط  ولا تعتمد على 
[image: image62.wmf]h

 .

البرهان:  بتطبيق قاعدة شبه المنحرف على التكامل الأحادي  
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 نحصل على :
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              حيث إنّ :                                   

و بمكاملة الطرفين عددياً للصيغة أعلاه وأخذ كل جزء من أجزائها على الفترة 
[image: image67.wmf][
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 باستخدام قاعدة سمبسون على البعد
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 ينتج 
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 حيث إنّ :                                             
ومن الصيغ الثلاث أعلاه نحصل على :  
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وبما أن 
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 دوال مستمرة في كل نقطة من نقاط المنطقة 
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  فان حدود التصحيح تصبح 
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  و    
[image: image79.wmf][

]

[

]

1122

(,),(,),,,  

nnabcd

mm

Î´

K

حيث إنّ 
ومنها 
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وبما إن الدالة 
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ثانياً : التكاملات الثنائية لمكاملات مستمرة – معتلة المشتقات الجزئية
Double Integrals for Continuous Integrands with  Singularity in Partial Derivatives 
مبرهنة (2) :  لتكن الدالة 
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 وإحدى مشتقاتها على الأقل غير موجودة في النقطة 
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  يمكن حسابها بطريقة 
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 من الصيغة الآتية :
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تأخذ القيم الزوجية فقط ( لاستخدامنا قاعدة سمبسون ) ، وصيغة الخطأ (حدود التصحيح) هي : 
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  حيث

[image: image93.wmf]24

112233

6

()()()()()......

TSTSTSTS

EhITShafhafhafhAhBhC

h

=-=++++++++


حيث  
[image: image94.wmf],,,...

TSTSTS

ABC

و
[image: image95.wmf]1

23

,,,...

aaa

 ثوابت لا تعتمد على 
[image: image96.wmf]h

 و
[image: image97.wmf]123

,,,...

fff

  دوال تعتمد على
[image: image98.wmf]h

 فقط.
البرهان : نستطيع كتابة التكامل 
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  حيث  
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   بما إنّ الدالة 
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 فان متسلسلة تايلر للدوال ذات المتغيرينTaylor's series for a function of two variables  موجودة في كل المنطقة 
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 ( Sastry 2008) ولإيجاد التكامل الأول ننشر الدالة 
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 باستخدام متسلسلة تايلر حول النقطة  
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وبأخذ التكامل الثنائي للصيغة (1) في المنطقة الجزئية 
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وبالتعويض عن 
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ثمّ نعوض عن
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 وبالتعويض عن 
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وكذلك نعوض عن 
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وبالتعويض عن 
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وبالتعويض عن  
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و بجمع المعادلات (2)،(3)،(4) و (5)  ينتج : 
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أما بالنسبة للتكاملات الثلاث الأُخر فان مكاملاتها مستمرة المشتقات الجزئية في فترات تكاملها لذا يمكن حسابها بطريقة 
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 وذلك بتطبيق مبرهنة (1) على هذه التكاملات وعليه فان : 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image153.wmf][
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 حيث
[image: image155.wmf]***###

,,,,,,,,,,,

TSTSTSTSTSTSTSTSTS

ABCABCABC

QQQ

LLL

 ثوابت تعتمد على قيمة المشتقات الجزئية بالنسبة للمتغيرين 
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 و
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    وبجمع المعادلات (6) ، (7) ، (8)و(9) ينتج :
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حيث      
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لذا فان
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حيث 
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نتيجة (2.1 ) : لتكن الدالة 
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و قابلة للاشتقاق  في المنـطقة 
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 وإحدى مشتقاتها على الأقل غير موجودة في النقطة 
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 فان القيمة التقريبية للتكامل الثنائي 
[image: image171.wmf](

)

,

db

ca

Ifxydxdy

=

òò

  يمكن حسابها بطريقة 
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 من الصيغة الآتية :
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 تأخذ القيم الزوجية فقط ( لاستخدامنا قاعدة سمبسون )                
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  حيث
وصيغة الخطأ (حدود التصحيح) هي :
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 البرهان: بنفس اسلوب المبرهنة أعلاه.
نتيجة (2.2 ) : لتكن الدالة 
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و قابلة للاشتقاق  في المنـطقة 
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 وإحدى مشتقاتها على الأقل غير موجودة في النقطتين 
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  يمكن حسابها بطريقة 
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 من الصيغة الآتية :
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 تأخذ القيم الزوجية فقط ( لاستخدامنا قاعدة سمبسون )                
[image: image188.wmf]n

  حيث                            
 : وصيغة الخطأ (حدود التصحيح) هي
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 حيث     
[image: image190.wmf]123
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  ثوابت لا تعتمد على
[image: image191.wmf]h

   و 
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  دوال تعتمد على
[image: image193.wmf]h

 فقط
[image: image194.wmf].


 البرهان: بنفس اسلوب المبرهنة أعلاه.
ثالثاً : التكاملات الثنائية لمكاملات معتلة Double Integrals with Singular Integrands     
لنفرض أن الدالة
[image: image195.wmf](
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  معرفة في كل نقطة من نقاط منطقة التكامل عدا النقطة 
[image: image196.wmf](,)
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، لإيجاد القيمة التقريبية للتكامل الثنائي 
[image: image197.wmf](
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  في هذه الحالة فان القاعدة 
[image: image198.wmf]TS

 لا يمكن تطبيقها لانّ ذلك يتطلب حساب قيمة المكامل في النقطة 
[image: image199.wmf](,)
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 لذا سنعمل باقتراح دافييز ورابينوتز[6]  ونهملْ قيمة 
[image: image200.wmf](,)

fac

 من القواعد المذكورة ثم نستخدم تعجيل رومبرك لتسريع اقتراب النتائج من القيمة المضبوطة للتكامل . وكذلك الحال إذا كانت
[image: image201.wmf](
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 غير معرفة عند النقطة 
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 أو عند النقطتين 
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 و 
[image: image204.wmf](,)

ac

 ويمكن الاعتماد على صيغ الخطأ السابقة   .
3.الأمثلة : 
- 1 
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 إذ إن قيـمته التحليلية هي 2.

  2-   
[image: image206.wmf](
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 غـير معـروف القـيمة التحليلية.
 - 3
[image: image207.wmf]11
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   إذ إن قيمته التحليلية هي    0.53221191422770مقربة لأربع عشرة مرتبة عشرية.
- 4
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00

1

y

Idxdy

xy

=

-

òò

 إذ إن قيمته التحليلية هي    0.66666666666667مقربة لأربع عشرة مرتبة عشرية.
- 5
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 إذ إن قيمته التحليلية هي 0.4918800564520 مقربة لأربع عشرة مرتبة عشرية.
  .4النتائج :
1- الدالة 
[image: image210.wmf](
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 الموضحة بالشكل (1) معرفة لكل 
[image: image211.wmf](
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 لذا فان صيغ حدود التصحيح للتكامل المذكور عند تطبيق القاعدة 
[image: image212.wmf]TS

 تكون مماثلة لصـيغ الخطأ في مبرهنة (1)  
[image: image213.jpg]os
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الشكل (1) مخطط الدالة 
[image: image214.wmf](
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       نستنتج من الجدول  (1) عندما 
[image: image215.wmf]64

n

=

 فان قيمة التكامل باستخدام القاعدة
[image: image216.wmf]TS

 تكون صحيحة لثلاث مراتب عشرية  بينما القيمة عند استخدام تعجيل رومبرك مع  القاعدة المذكورة تكون مطابقة للقيمة المضبوطة  وبـ 212)  فترة جزئية ) . 
	
[image: image217.wmf]n


	قيم قاعدة 
[image: image218.wmf]TS
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	الجدول (1)   حساب التكامل
[image: image224.wmf]/2/2
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ملاحظة : وضعنا القيمة التحليلية نهاية الجداول  لتسهيل المقارنة بينها وبين القيمة التقريبية التي حصلنا عليها باستخدام الطريقة 
[image: image225.wmf]RTS
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  -2 الدالة 
[image: image226.wmf](
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 الموضحة بالشكل(2)  فهي معرفة لكل 
[image: image227.wmf](
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 لذا فان صيغ حدود التصحيح للتكامل المذكور عند تطبيق القاعدة
[image: image228.wmf]TS

 تكون مماثلة لصـيغ الخطأ في مبرهنة (1) و دونّا نتائج التكامل في الجدول (2) ونستنتج منه عندما 
[image: image229.wmf]128
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 فان قيمة التكامل ثابتة أفقيا ( لأربع عشرة مرتبة عشرية ) باستخدام الطريقة  
[image: image230.wmf]RTS

 أي انها صحيحة على الأقل لأربع عشرة مرتبة عشرية وهذا يعني إنّ التقارب هو بشكل صحيح نحو القيمة التحليلية حتى لو أنها غير معروفة .
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الشكل (2) مخطط الدالة 
[image: image232.wmf](
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     قيم قاعدة
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	الجدول (2) حساب التكامل 
[image: image241.wmf]22

ln()

22

11

()

xy

xy

Idxdy

xy

+

=

+

òò

 



-3 الدالة 
[image: image242.wmf](,)
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 الموضحة بالشكل(3) مستمرة في المنطقة 
[image: image243.wmf][
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 وقابلة للاشتقاق في المنطقة 
[image: image244.wmf](
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 لكنّ المشتقات الجزئية غير موجودة عند النقطة  
[image: image245.wmf](
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 أي إنّ المكامل معتل المشتقة ونوع الاعتلال جذري ، لـذلك فان صيغ الخـطأ  ( حدود التصحيح ) للتكامل  باستخدام القاعدة 
[image: image246.wmf]TS

 يمكن الحصول عليها من المبرهنة (2) و تكون بالشكل 
[image: image247.wmf](
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و دونّا نتائج التكامل في الجدول   (3) ومنه نلاحظ عندما 
[image: image248.wmf]64
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 فان قيمة التكامل باستخدام قاعدة 
[image: image249.wmf]TS

 تكون صحيحة لأربع مراتب عشرية  بينما القيمة بطريقة 
[image: image250.wmf]RTS

تكون صحيحة لاثنتي عشرة مرتبة عشرية وبفارق مطلق
[image: image251.wmf]14
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 عن القيمة التحليلية للتكامل وعندما 
[image: image252.wmf]128
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 فان قيمة التكامل باستخدام قاعدة 
[image: image253.wmf]TS

 تكون صحيحة لخمس مراتب عشرية   فضلاً عن إنها مطابقة للقيمة التحليلية (مقربة لأربع عشـرة مرتـبة عـشرية) وبــ   ( 214 فترة جزئية ) عند استخدام طريقة 
[image: image254.wmf]RTS
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	قيم قاعدة 
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	الجدول (3) حساب التكامل الثنائي 
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	0.53221191422770


الشكل (3) مخطط الدالة 
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- 4 الدالة 
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 الموضحة بالشكل(4)  مستمرة وقابلة للاشتقاق في المنطقة 
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  لكنّها غير معرفة عند النقطة  
[image: image268.wmf](
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 أي إنّها معتلة ونوع الاعتلال جذري ، لـذلك فان صيغ الخـطأ  ( حدود التصحيح ) للتكامل  باستخدام القاعدة 
[image: image269.wmf]TS

 تكون بالصيغة أدناه باستخدام النتيجة (2-1) :
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وقد دونّا نتائج التكامل في الجدول   (4) ومنه نلاحظ عندما n=512  فان قيمة التكامل باستخدام قاعدة 
[image: image271.wmf]TS

 تكون صحيحة لأربع مراتب عشرية  بينما القيمة بطريقة 
[image: image272.wmf]RTS

تكون صحيحة لثلاث عشرة مرتبة عشرية وبفارق مطلق
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 عن القيمة التحليلية للتكامل (مقربة لأربع عشـرة مرتـبة عـشرية).
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الشكل (4) مخطط الدالة 
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	قيم قاعدة 
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	الجدول (4) حساب التكامل الثنائي 
[image: image287.wmf]11

00

1

y

Idxdy

xy

=

-

òò


	0.66666666666667


-5 الدالة 
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 الموضحة بالشكل(5)  مستمرة في المنطقة 
[image: image289.wmf][
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وقابلة للاشتقاق في المنطقة 
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 لكنّ المشتقات الجزئية غير معرفة عند النقطتين 
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 أي إنّ الدالة معتلة المشتقة ونوع الاعتلال جذري لـذلك فان صيغ الخـطأ باستخدام القاعدة 
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 تكون باستخدام النتيجة (2-2) كالآتي 
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            و دونّا نتائج التكامل في الجدول   (5) ومنه نلاحظ عندما 
[image: image295.wmf]512
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 فان قيمة التكامل باستخدام القاعدة 
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 تكون صحيحة لخمس مراتب عشرية  بينما القيمة بالطريقة
[image: image297.wmf]RTS

 تكون صحيحة لثلاث عشرة مرتبة عشرية وبفارق مطلق  
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 عن القيمة التحليلية للتكامل (مقربة لأربع عشـرة مرتـبة عـشرية)
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الشكل (5) مخطط الدالة 
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	قيم قاعدة 
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	الجدول(5) حساب التكامل
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	0.49188300564520


.5المناقشة :
 نستنتج من خلال نتائج جداول هذا البحث انه عند حساب التكاملات الثنائية بالقاعدة 
[image: image313.wmf]TS

 فإنها تعطي قيماً صحيحة (لعدة مراتب عشرية) مقارنة مع القيم الحقيقية للتكاملات باستعمال عدد من الفترات الجزئية بدون استعمال الطريقة التعجيلية عليها  كما يظهر ذلك بوضوح أكثر في حساب التكاملات الثنائية ذات المكاملات المستمرة في كل نقطة من نقاط منطقة التكامل على سبيل المثال في التكامل الأول  حصلنا على قيمة صحيحة لسبع مراتب عشرية  عندما 
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 بقاعدة
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. في حين حصلنا على اقل عدد من المراتب الصحيحة في حالة التكاملات المعتلة المشتقة أو المعتلة في نقطة  أو أكثر  من منطقة التكامل كما  في التكامل  الثالث  حصلنا عندما 
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 على قيمة صحيحة لخمس مراتب عشرية بقاعدة
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 وفي التكامل الرابع  حصلنا عندما 
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 على قيمة صحيحة لأربع مراتب عشرية  وفي التكامل الخامس حصلنا عندما 
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 على قيمة صحيحة لخمس مراتب عشرية  . 
    إلا إن الجداول أوضحت انه من خلال استخدام  تعجيل رومبرك مع القاعدة المذكورة أعطت نتائج أفضل من حيث سرعة الاقتراب و بعدد قليل من الفترات الجزئية نسبياً إلى قيم التكاملات الحقيقية .إذ إنها كانت مطابقة للقيمة المضبوطة و  بـ  212) فترة جزئية) في التكامل الأول  . وكذلك في حالة التكاملات ذات مكاملات مستمرة لكن  معتلة المشتقات الجزئية او المكاملات المعتلة ففي التكامل الثالث حصلنا عندما 
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على قيمة مطابقة للقيمة المضبوطة (مقربة لأربع عشـرة مرتـبة عـشرية) وبــ ( 214 فترة جزئية ) عند استخدام طريقة 
[image: image321.wmf]RTS

. ولاحظنا في التكامل الثاني وبالرغم من إن القيمة التحليلية غير معروفة فان قيمة التكامل كانت ثابتة أفقيا ( لأربع عشرة مرتبة عشرية ) باستخدام الطريقة 
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 عندما 
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 وهذا يعني إنّ التقارب هو بشكل صحيح نحو القيمة التحليلية.
وقد أوضحت الجداول إن طريقة تعجيل رومبرك ذات أهمية كبيرة في تعجيل اقتراب القيم إلى القيم الحقيقية للتكاملات وبذلك يمكن الاعتماد عليها في حساب التكاملات الثنائية مهما كان سلوك المكامل في منطقة التكامل 
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