
  
  

  :٣نتيجة 
  .فانهما تكونان زوجا خطيا, اذا آانت زاويتان متكاملتين ومتجاورتين 

  
  :البرهان

CADBACلتكن  ∠∠   .زاويتين متكاملتين  ,
  . ACيقعان في جهتين مختلفتين من الخط  B,Dنلاحظ ان 

  :يجب ان نبرهن ان 
١ - 

→→

ABAD, شعاعين متعاآسين .  
  وان
٢ -  2,1   .تكونان زوجا خطيا ∠∠

الان ليكن 
→

AE  الشعاع المعاآس للشعاع
→

AB.  
  . ACيقعان في نفس الجهة من الخط  Th27  :D,Eوحسب 
بما ان 

→

AE  هو الشعاع المعاآس للشعاعAB .  
4,1نحصل     .تكونان زوجا خطيا ∠∠
Th57 :4,1وحسب    .متكاملتين ∠∠

2,1ولكن  Ax15  :11متكاملتين وحسب  ∠∠ ∠≅∠  
41: ١وحسب نتيجة  ∠≅∠.  

:  Ax14وحسب 
→→

= AEAD.  
وعليه يكون 

→

AD  هو الشعاع ا لمعاآس للشعاع
→

AB  2,1وان   .تكونان زوجا خطيا ∠∠
  

  :جمع وطرح الزوايا
  

  :٥٩مبرهنة 
DEFABCاذا آان  فانه يوجد شعاع ,  ∠ABCداخل  شعاع في BGوان  ∠≅∠

→

EH  في داخل
DEF∠  بحيث انHEFGBCDEHABG ∠≅∠∠≅∠ , .  
  :البرهان

EDBAبحيث ان , بطريقة لاتؤثر على المفهوم العام  D,Fنختار النقاط : Ax11من  −≅−  
EFBCو  −≅− .  

Th SAS  :DEFABCومن  FDCAوان  ∆≅∆ −≅− ,EFDBAC و  ∠≅∠
EDFBAC ∠≅∠.  
بما ان 

→

BG  يمر برأس الزاويةBAC∠  فانه من , ويقع في داخل الزاويةTh44  ,
→

BG  يقطع
A-C  في نقطة ولتكنM .  

FDCAبما ان  بحيث ان  Nتوجد نقطة :  Th52من ,  A-M-Cوان  −≅−
MAND   .  D-N-Fوان  −≅−



يكون الشعاع : وتعريف شعاع بين شعاعين,  Th 46من 
→

EN  هو الشعاع المطلوب
→

EH  , الذي
  . ∠DEFيقع في داخل 

FDCAبما ان  NDMAو  −≅−   . D-N-Fو   A-M-Cو  −≅−
FNCMيكون : Th51فانه من  −≅−  

   ABMو  DENفي المثلثين 
EDNEDFBACBAM ∠=∠≅∠=∠                  EDNBAM ∠≅∠  

NDMA EDBAو  −≅− Th SAS  :ABMDENفانه من , −≅− ∆≅∆                 
DENABM   ولذلك فان , يتطابقان   NEFو  MBCفان المثلثين  , وبنفس الطريقة . ∠≅∠
NEFMBC ∠≅∠,  
DEHDENABMABG ∠=∠≅∠=∠  
DEHABG, لذلك ∠≅∠.  

HEFNEFMBCGBC   لذلك,  ∠=∠≅∠=∠
HEFGBC ∠≅∠.  

  
  )جمع الزوايا: ( ٦٠مبرهنة 

يقعان في داخلهما  EHو  BGالشعاعين , على التوالي , زاويتين لهما  ∠DEFو  ∠ABCلتكن 
HEFGBCو  DEHABGو , ∠≅∠   فان ∠≅∠

DEFABC ∠≅∠.  
  :البرهان

يوجد شعاع :  Ax14من 
→

BM  في جهة الخطBC  التي تحتويA  بحيث ان
DEFMBC ∠≅∠.  
بما ان 

→

EH  في داخلDEF∠  , فانه منTh59  , يوجد شعاع
→

BN  في داخلMBC∠  بحيث
HEFNBCان  DEHMBNو  ∠≅∠ HEFGBCولكن من الفرض  ∠≅∠ لذلك من ,  ∠≅∠

Ax15  :NBCGBC :  Ax14ومن ,  ∠≅∠
→→

= BGBN.  
ABGDEHMBNMBGلذلك  ∠≅∠≅∠=∠  

ABGMBGومن هذا  :   Ax14ومن  ∠≅∠
→

BM=
→

BA .  
DEFMBCABC, لذلك  ∠≅∠=∠  

DEFABCأي ان  ∠≅∠.  
  

  )طرح الزوايا: ( ٦١مبرهنة 
GFHCBDاذا آان  HFEDBAو  ∠≅∠ وان الشعاعين  ∠≅∠

→

BA   و
→

FE  يقعان في داخل
CBD∠  وGFH∠ , فان , على التواليEFGABC ∠≅∠.  
  :البرهان
GFHCBDبما ان  وان  ∠≅∠

→

BA  شعاع في داخلDBC∠  , فانه منTh59  , يوجد شعاع
→

FI  في داخلGFH∠  بحيث انHFIDBA IFGABCو ∠≅∠ ∠≅∠ .  
HFEDBAلكن من الفرض  Ax15  :HFIHFEفانه من ,  ∠≅∠ ∠≅∠.  

:  Ax14ومن 
→→

= FIFE  
EFGABCلذلك  ∠≅∠.  

  
  :مقارنة الزوايا



اذا وفقط اذا يوجد شعاع  ∠DEFاصغر من  ∠ABCتكون : تعريف 
→

EH  في داخلDEF∠  
HEFABCبحيث ان  DEFABCويرمز لهذا بالرمز   ∠≅∠ ∠<∠ .  
  : ٦٢مبرهنة 

BAوليكن , لاي زوج من الزوايا  ∠∠   :فانه تتحقق واحدة فقط ممايلي , ,
AB BAو  ∠>∠ BAو  ∠≅∠ ∠<∠.  

  ؟: البرهان
  

  :٦٣مبرهنة 
BAاذا آان  CAو   ∠>∠ BCفان ,  ∠≅∠ ∠<∠.  
  :البرهان

DBEBلتكن  ∠=∠ .  
BAبما ان  يوجد شعاع : ومن تعريف اصغر زاوية ,  ∠>∠

→

BF  في داخلB∠  بحيث ان
FBEA ∠≅∠ .  

CAومن الفرض  Ax15  :FBECفانه من ,  ∠≅∠ ∠≅∠.  
Th28  :BCومن  ∠<∠.  

  
  :٦٤مبرهنة 
BAاذا آان  CBو  ∠>∠ CAفان    ∠≅∠ ∠<∠.  
  :البرهان

DBEBلتكن  GCHCو  ∠=∠ ∠=∠.  
BAبما ان  يوجد شعاع , فانه من تعريف اصغر زاوية , ∠>∠

→

BF  في داخلB∠  بحيث ان
FBEA ∠≅∠ .  

CB و  ∠≅∠
→

BF  في داخلB∠ , فانه منTh59  : يوجد شعاع
→

CI  في داخلC∠ بحيث ان 
ICHFBE ∠≅∠.  

FBEAوبما ان  Ax15  ,ICHAفانه من , ∠≅∠ ∠≅∠  
CAنحصل على , ومن تعريف اصغر زاوية  ∠<∠.  

  
  :٦٥مبرهنة 
BAاذا آان  CBو  ∠>∠ CAفان  ∠>∠ ∠<∠.  

  :برهانال
DBEBلتكن  GCHCو   ∠=∠ ∠=∠.  

BAبما ان  يوجد شعاع , فانه من تعريف اصغر زاوية ,  ∠>∠
→

BF  في داخلB∠ بحيث ان
FBEA ∠≅∠ .  

CBوآذلك  نه يوجد شعاع فا, ∠>∠
→

CI  في داخلC∠  بحيث انICHB ∠≅∠.  
وبما ان 

→

BF   في داخلB∠  , فانه منTh59  , يوجد شعاع
→

CJ  في داخلICH∠ ن بحيث ا
JCHFBE ∠≅∠ .  

FBEAوبما ان  Ax15  ,JCHAفانه من ,  ∠≅∠ ∠≅∠.  



الشعاع : من تعريف شعاع بين شعاعين 
→

CJ  يقع بين
→

CI و
→

CH  وان
→

CI  يقع بين
→

CG  و
→

CH  ومنTh47,a  : 
→

CJ  يقع بين
→

CH   و
→

CG  أي ان
→

CJ يقع داخلC∠ وبما ان
JCHA CAزاوية فانه من تعريف اصغر  ∠≅∠ ∠<∠.  

  
  


